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Ejercicio 1. Opcién A. Algebra

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real m:
r—2my+z=1
mx + 2y —z = —1
r—y+z=1

a) Discuta el sistema en funcion de los valores de m.

b) Resuelva el sistema para el valor m = %

Solucién:

a) Discuta el sistema en funciéon de los valores de m.

Matrices del sistemas:

1 —2m 1
Matriz de coeficientes A = | m 2 -1
1 -1 1
1 -2m 1 1
Matriz ampliada A* = | m 2 -1| -1
1 -1 1 1

Determinante de A:

[Al=1(2-1) = (=2m)(m — (=1)) + 1(-m — 2)
=14+2m(m—+1)—m—2
=142m>+2m—m—2
=9m?+m—1

Igualamos a cero: 2m? +m — 1 = 0.

C—1+/12-4(2)(-1) -1+yI+8 —1+3
- 2(2) B N

m A 1

Las raices son my = =22 =2 =1y my = =128 = =4 — 1,

iscusion por casos (Teorema de Rouché-Frobenius):
— Casol: Sim#1/2ym # —1. |[A| #0 = Rg(A) = 3. Como A* es 3 x4, Rg(A*) = 3. Rg(4) =
Rg(A*) = 3 (ntumero de incognitas). El sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).
1 -1 1
— Caso2: Sim=1/2. |[A|=0. A=|1/2 2 -1
1 -1 1

La fila 1 y la fila 3 son idénticas.

-1

El menor 1}2 5 ’:2_(_1/2):5/2;&0.

Por lo tanto, Rg(A) = 2.

Como F; = F3, el rango de A* también es 2. Rg(A) = Rg(A*) = 2 < 3 (ntimero de incognitas).
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El sistema es Compatible Indeterminado (S.C.IL.) con un grado de libertad.
— Caso 3: Sim = —1. |[A| =0.

1 2 1
A=(-1 2 -1
1 -1 1
2
El menor 1 2‘ =2—-(-2)=4#0.

Consideramos el menor formado por columnas 1, 2 y 4:

1 2 1
—1 2 —1=1(2-1)—2(-1—(-1))+1(1-2)=1-0—1=0.
1 -1 1

Como el tnico menor de orden 3 relevante es cero, Rg(A*) = 2.

Rg(A) = Rg(A4A*) = 2 < 3 (namero de incognitas). El sistema es Compatible Indeterminado
(S.C.1.) con un grado de libertad.

Si m#1/2,m# —1= S.C.D.
Sim=1/2o0m=-1= S.C.L.

b) Resuelva el sistema para el valor m = %

Para m = 1/2, el sistema es S.C.I. Rg(A) = 2.

Como F1 = F3 odemos eliminar la tercera ecuaciéon. Usamos las dos primeras y tomamos como
)
parémetro (y = )\)

r+z=1+\
Lo —2=—-1-2)\

Sumamos las dos ecuaciones:
(1+1/2)z=(14+X)+(-1-2))

3 2

Sustituimos « en la primera ecuacion:

2 2 5
=14 A—a=14A— A =T4+A4+A=1+2-A
z=14+A—z=1+ ( 3) A+ 3 +3

La solucion general es (z,y,2) = (f%)\, A1+ %)\) para A € R.

’Soluci(’)n para m =1/2:(z,y,z) = (=2X/3,A,14+5X/3), A€ R‘

2
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Ejercicio 2. Opcién A. Analisis
Sea la funcién

0 siz=0

Flz) = {a:?’e_l/wz siz#£0

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en = = 0.
b) Estudie si f(x) presenta algin tipo de simetria par o impar.

c) Calcule la siguiente integral: flz %dw.

Solucién:

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en = = 0.

Continuidad:

Las dos ramas son continuas (funciones polindmicas, exponenciales o constantes).

Estudiemos el caso concreto x—0:
(0)=0.

Calculamos lim, .o f(z) = lim,_,o 23

2
e /",

Seat=1/x. Siz — 0, t— foo.

.2
El limite es lim;_ 1o ¢ = 0.

Como lim,_,o f(z) = 0 = £(0), la funcién es continua en x = 0.

Derivabilidad:

Seat=1/h.
Sih—0,t— too.

42
El limite es lim;_, 4 % =0.

Como f’(0) existe y es 0, la funcién es derivable en x = 0.

’La funciéon f(x) es continua y derivable en « = 0.

b) Estudie si f(x) presenta algin tipo de simetria par o impar.

Calculamos f(—z):
f(=) = (=a)Pe™ D" = —aBe " = — f(a).
Como f(—z) = —f(z), la funcién es impar.

’La funcion f(x) presenta simetria impar.

c) Calcule la siguiente integral: flz fm(if)d:c.

2 .3 —1/:E2 2 1
I:/ de:/ —e Ve gy
1 0 p a?
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Cambio de variable: u = —1/2? = du = (2/2%)dr = (1/2%)dx = du/2. Limites: z =1 — u = —1;
r=2—u=-1/4.

—1/4 du 1 —1/4 1 _ _
Iz[l 6”725[(2”]_1/ :i(e V4 ety

/12 fa(;e?) dxr = % (e_1/4 — e_l)
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Ejercicio 3. Opcién A. Geometria

Con un dispositivo laser situado en el punto P(1,1,1) se ha podido seguir la trayectoria de
22 —y =10

una particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r = 90
rT—z=—

a) Calcule un vector director de r y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide
con el plano z = 0.

b) Calcule la posicién mas proxima de la particula al dispositivo laser.

c) Determine el angulo entre el plano de ecuaciéon z 4+ y = 2 y la recta r.

Solucioén:

a) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria incide
con el plano z = 0.

Vector director d_;,:

-

Normales: 1 = (2,—1,0), n = (1,0, —1). d, =y X np = =(1,2,1).

— N S
|
—
o

Posicibn en z =0: Siz=0:2—-0=-90 = 2 =-90. 2r —y =10 = 2(-90) —y = 10 =
—180 —y =10 = y = —190. Punto Q(—90,—190,0).

Vector director: d,. = (1,2,1). Punto (z=0): Q(—90,—190,0).

b) Calcule la posicién mas préxima de la particula al dispositivo laser.

Posicién mas proxima M: Es la proyeccion ortogonal de P(1,1,1) sobre . Es la interseccion de r con
el plano 7w L r que pasa por P.

Plano 7: 7y = d, = (1,2,1).
Ecuacion: z4+2y+z+D = 0. Pasapor P(1,1,1): 142(1)+14D =0 = D = —4. # = 2+2y+2—4 =0.

Interseccion M = r N .
Paramétricas de r (usando Q y d;): (z,y,2) = (=90 4+ A, —190 4+ 2\, \). Sustituimos en m: (—90+ \) +
2(=1904+20\) + A —4=0. =90+ A —380+4A+ A —4=0 = 6A—474=0 = A =T9.

Punto M: z = —90 4+ 79 = —11. y = —190 4 2(79) = —32. z = 79. M(—11,—32,79).

’ La posicién mas proxima es M (—11,—-32,79). ‘

c) Determine el angulo entre el plano de ecuaciéon z 4+ y = 2 y la recta r.

Plano o : 2 + y = 2. Normal 7i;, = (1, 1,0). Recta r. Director d, = (1,2,1).

Angulo a. Calculamos sin o = %'
dy - 1iyy = (1)(1) + 2(1) + 1(0) = 3. |dy| = VIZ+ 22+ 12 = V6. |rig| = V12 + 12 4 02 = V2.
Bl 3 3



https://mentoor.es

Matematicas II. Madrid 2022, Ordinaria

El angulo es o = 60° (o 7 /3 radianes). ‘
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Ejercicio 4. Opcién A. Probabilidad

Segiin el Instituto Nacional de Estadistica, durante el Gltimo trimestre de 2020, el porcentaje
de mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administraciéon de las empresas que
componen el Ibex-35 fue del 27.7%. Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.

b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

¢) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que en
un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35% de
representacion femenina.

Solucién:
a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
Sea p = P(Mujer) = 0.277. ¢ = P(Hombre) =1 — p = 0.723.

n =10. X= N® mujeres. X ~ B(10,0.277).

1 5
P(X =5) = < 50) (0.277)%(0.723)% ~ 252 - (0.001568) - (0.1974) ~ 0.0781

| P(X =5) ~ 0.0781|

b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

P(al menos 1 hombre) =1 — P(0 hombres) = 1 — P(10 mujeres) = 1 — P(X = 10).

P(X =10) = Gg) (0.277)1°(0.723)° = (0.277)'% ~ 2.58 x 107°

P(al menos 1 hombre) & 1 — 0.00000258 ~ 0.9999

| P(al menos 1 hombre) ~ 0.9999

¢) Aproximando por normal, probabilidad de que en 200 hubiera como minimo un 35% de
mujeres.

N = 200. Y= N° mujeres.

Y ~ B(200,0.277). Minimo 35% de mujeres: 0.35 x 200 = 70. Buscamos P(Y > 70).

Aproximacién Normal Y’ ~ N (u,0?).

= Np=200 x 0.277 = 55.4.

02 = Npg = 55.4 x 0.723 ~ 40.0542. o ~ 6.3288.

Np > 5, Ng>5. Aproximacion valida. Y’ ~ N(55.4,40.0542).

P(Y >70) =~ P(Y' > 69.5).

Estandarizar: Z = Y=4. P(Y' > 69.5) = P(Z > 095-%04) ~ P(Z >223). P(Z>223)=1-P(Z<
2.23) ~ 1 —0.9871 = 0.0129.

’La probabilidad es aproximadamente 0.0129.‘
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Ejercicio 1. Opcién B. Algebra

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 euros de forma
directamente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede
en tres anos al doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45
anos. Sabiendo que en el reparto del premio la diferencia entre lo que recibe Pablo y lo que
recibe Alicia es de 420 euros, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe cada
uno por el premio.

Solucién:

Calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe cada uno por el premio.
Definicion de variables: Sean z,y, z las edades de Pablo, Alejandro y Alicia.

Planteamiento del sistema:

l.z4+y=224+3

2. x4y+z=45

3. Premio Pablo - Premio Alicia = 420.
Constante de proporcionalidad k = 9450/(x + y + 2) = 9450/45 = 210.
kr —kz =420 = 210(x —2) =420 = z—2=2.

Sistema;
r+y=2z+3
r+y+z=4>5
rT—2z=2

11 -2
Discusion del sistema (Teorema de Rouché-Frobenius): Matriz de coeficientes A= |1 1 1 ]. Calcu-
1 0 -1

lamos |A|:
o | Al =1(1(=1) — 1(0)) — 1(1(=1) — 1(1)) + (=2)(1(0) — 1(1))

Al =1(=1) = 1(-1-1) =200 —1) = =1 —1(=2) = 2(—=1) = -1+ 2+ 2 = 3.
Como |A| = 3 # 0, Rg(A4) = 3. Elrango de la matriz ampliada A* también sera 3. Como Rg(A) = Rg(A4*) =3

(namero de incognitas), el sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

Resolucion por Regla de Cramer:

3 1 -2
45 1 1
2 0 -1 1-0) —1(—45— ~92)(0 —
. _B(1-0) 145 -2+ (-2)(0-2) _ o
A 3
1 3 -2
145 1
1 2 —1| 1(-45—-2) —3(=1—1) + (=2)(2 — 45)
y= A = 3 =15.

L O 1(1(2) — 45(0)) — 1(1(2) — 45(1)) +3(1(0) — 1(1)) 2 —(2—45) +3(-1) _ u
a |A] - 3 N 3 o
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Las edades son: Pablo () = 16, Alejandro (y) = 15, Alicia (z) = 14.

Cilculo del dinero recibido: Constante k = 210 €/afno. Premio Pablo = 16 x 210 = 3360 euros. Premio
Alejandro = 15 x 210 = 3150 euros. Premio Alicia = 14 x 210 = 2940 euros.

Edades: Pablo 16 anos, Alejandro 15 anos, Alicia 14 anos.
Dinero: Pablo 3360€, Alejandro 3150€, Alicia 2940€.
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Ejercicio 2. Opcién B. Analisis

Sea f(z) = =

a)
b)

)

x241"°
Compruebe si f(x) verifica las hipotesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [-1,1].
Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.
Determine el drea comprendida entre la grafica de la funcién f(x) y el eje OX en el
intervalo [-1,1].

Solucién:

a)

b)

Compruebe si f(x) verifica las hipotesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [-1,1].
Hipotesis de Bolzano:

1. Continuidad en [-1,1]: f(z) es continua en R ya que 2% + 1 # 0. Si cumple.
2. Signo opuesto en extremos: f(—1)=—-1/2<0. f(1) =1/2 > 0. Si cumple.

’Si, f(x) verifica las hipotesis del Teorema de Bolzano en [-1,1].‘

Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

1— a2

f/(x):m
flz)=0 = 1-2°=0 = = =41

Monotonia: Signo de f’(r) depende de 1 — 22, (—oco0,—1) : f'(z) < 0 == Decreciente. (—1,1) :
f'(z) >0 = Creciente. (1,00) : f'(x) <0 = Decreciente.

Extremos: Minimo relativo en x = —1, f(—1) = —1/2. Méximo relativo en z =1, f(1) = 1/2.

Minimo relativo en (—1,—1/2).

Maximo relativo en (1,1/2).

Determine el area comprendida entre la grafica de la funcion f(z) y el eje OX en el
intervalo [-1,1]. A = f_ll |f(z)|dz. f(z) es negativa en [—1,0) y positivaen (0,1]. A = fi)l —f(z)dz+

fol f(x)de. Primitiva: [ t=de = $In(z®+1). A=[-3In(2>+1))%, +[5In(z>+ 1) A= (=5In1)—
—3mn2)+ (3In2) - (3In1) =0+ $In2+ ;In2-0=1In2.
2 2 2 2 2

(Alternativa: f(z) es impar, A =2 fol f(z)dz = 2[3In(2? + 1)]§ = n2).

’El area es In 2 unidades cuadradas. ‘

10
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Ejercicio 3. Opcién B. Geometria

r=1+ X
Sean el plano n =z +y+2z=1, larecta r1 =<y=1-—2X, ,AER, yel punto P(0,1,0).
z=-1

a) Verifique que la recta 7; esta contenida en el plano m y que el punto P pertenece al
mismo plano.

b) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano que pase por P y sea perpendicular
a 7.

c) Calcule una ecuacioén de la recta, rz, que pase por P y sea paralela a r;. Halle el area
de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r; y 7.

Solucién:

a) Verifique que 1 Cw y P € .
rrenm (1+A)+(1—-X)+(-1)=14+1-1=1. Se cumple. Penn: 0+1+0=1. Se cumple.

’Se verifican ambas condiciones.

b) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano que pase por P y sea perpendicular
a 7i.

— — — —

Recta s. Pasa por P(0,1,0). sC 7. s L. d_; Ln,=(1,1,1). ds Ldw1 =(1,-1,0). ds = 1iy X dpq =

ik
1 1| = (13 13 72) S (I’,y,Z) = (Oa 130) + N(la 17 72) = (:U’7 1 +:U'7 72.“)
0

— = Sy

-1

’La recta es s = (x,y,2) = (u, 1 + p, —2p). ‘

c) Calcule 7, paralela a r; por P. Halle el area de un cuadrado...

Recta ro: Pasa por P(0,1,0). Paralela a rn — dro = dpy = (1,-1,0). ro : (z,y,2) = (0,1,0) +
t(1,—-1,0) = (t,1 —¢,0).

Area del cuadrado: Lado L = d(ry,m2) = d(P,r1). Punto Pi(1,1

-

~1) er. PP =(0-1,1-

. L. i
1,0 — (-1)) = (=1,0,1). dyy = (1,-1,0). PP xdpy = |-1 0
1 -1

= (1,1,1). |PLP x dpy| = /3.

[ i

|d:1| =+2. L =+/3/V2. Area = L? = 3/2.

. 3
re = (x,y,2) = (t,1 — t,0). Area del cuadrado = §u2.

11
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Ejercicio 4. Opcién B. Probabilidad

De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco,

se toma, al azar, un panuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros

blancos y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un panuelo de otro cajéon que

contiene 2 panuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el panuelo aparezca algiin color que no sea el del

sombrero.

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafnuelo)

aparezca el color negro.

c) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el panuelo ha

sido de cuadros.
Solucién:

Definicion de sucesos: Sg, Sy, Pg, Py, Pc.

Probabilidades: P(Sp) =2/3. P(Sny) =1/3.
P(Pg|Sp) =2/9, P(PN|SB) = 2/9, P(Pc|SB) = 5/9
P(Pgp|Sx) = 2/10, P(Py|Sx) = 4/10, P(Pc|Sx) = 4/10.
a) P(panuelo con color diferente al sombrero). Suceso = (Sp N (Py U Pe)) U (Sy N (P U Pr)).

P(dif) = P(Sg)P(Py U Pg|Sg) + P(Sy)P(Pp U Pc|Sy)
P(dif) = (2/3)(7/9) + (1/3)(6/10) = 14/27 + 1/5 = 97/135

97
P(color diferente) = ——
135

b) P(al menos uno negro). Complementario: P(ambos blancos) = P(Sg N Pg).

P(Sgp N Pp)=P(Pp|Sp)P(Sp) = (2/9)(2/3) =4/27
P(al menos uno negro) = 1 —4/27 = 23/27

23

P(al menos uno negro) = —
( gro) o7

c) P(sombrero negro | panuelo cuadros). Buscamos P(Sy|Pc). Bayes:

P(Pc|Sn)P(SN)
P(Pc)
P(Pc) = P(Pc|Sp)P(Sg) + P(Pc|Sn)P(SN)
P(Pc) =(5/9)(2/3) + (4/10)(1/3) = 10/27 4+ 4/30 = 68/135
(4/10)(1/3)  4/30  2/15 2 135 9

P(Sy|Pc) = - - _ 2
(SnlFe) 68/135 68/135 68/135 15 68 34

P(Sn|Pc) =

9
P(SnIPe) =

12
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